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Tinjau barisan fungsi berikut.
fn(x) =2™ z €[0,1]
Perhatikan bahwa fungsi berikut kontinu di [0, 1] dan konvergen titik demi titik ke fungsi

_JO0jika0 <z <1
f<m>_{1jikagc:1

yang bukan merupakan fungsi kontinu, sehingga barisan tersebut tidak memiliki subbarisan
yang konvergen seragam. Jadi, kapan suatu barisan fungsi kontinu pada interval |a, b] bisa
memiliki subbarisan yang konvergen seragam?
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B(z,r) bola berpusat di  berjari-jari r
C'[a, b] ruang fungsi kontinu [a, ] — R dengan metrik uniform
d(f,g) = St[lpb]\f(fv) —g(2)|
z€la,

(x,,) barisan bilangan real

(f,,) barisan fungsi
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Ekuikontinuitas

Tinjau fungsi f : [a, b] — R dan koleksi & berisikan fungsi [a, b] — R

Vz € [a,b],Ve > 0,35 > 0,Vy € [a,b],|lc —y| < d=|f(zx)— fy)| <e }
4

Kontinu Seragam
Ve >0,30 > 0,Vz,y € [a,0], [z —y| <o = [f(z) = f(y)| <e }
¢

Ekuikontinu (Seragam)

Ve > 0,36 > 0,Vx,y € [a,b],Vfe F,|lx—y|l<d=|flz)— fly)| <e
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Keterbatasan Total

Misalkan (M, d) ruang metrik.

Terbatas

X C M disebut terbatas jika terdapat x € X dan r € R sehingga X C B(x,r)

Terbatas Total

X C M disebut terbatas total jika u??tuk setiap € > 0 terdapat berhingga titik

Ty, To,....,x, € M sehingga X C 'U1 (x;,€)
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Keterbatasan Total

Misalkan X Qn M dan € > 0. Titik-titik berhingga x, ..., z,, € M disebut jala-¢ untuk
X jika X C | B(z;,¢)

1=1

Keterbatasan Total (alt.)

X C M disebut terbatas total jika untuk setiap € > 0 terdapat jala-¢ untuk X.
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Keterbatasan Total

- - o

Gambar 1: Terbatas Gambar 2: Terbatas Total
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Sifat Keterbatasan Total

Teorema (Hierarki Keterbatasan)

Jika X C M terbatas total, maka X terbatas.

v
Bukti. Misalkan X terbatas total. Pilih € = 1, maka terdapat z, ..., x,, € M sehingga
X C |JB(z;,1).Pilih r = 1 + max{d(z,x;) | i € {1,...,n}}. Maka, untuk x € X
sebarang, terdapat x; sehingga x € B(x;, 1). Oleh karena itu,
d(CE,.’El) < d(CC,CL‘Z) + d(xiaxl) <r
Jadi, X C B(zq,r) sehingga X terbatas. O

Konversnya belum tentu berlaku.
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Sifat Keterbatasan Total

Keterbatasan Total di R"

Jika X C R™ terbatas, maka X terbatas total.

Bukti. Ambil € > 0. Karena X terbatas, terdapat R > 0 sehingga X C B(0, R) C [—R, R]".
Pilih m € N sehingga v/nL < e. Partisi interval [—R, R] menjadi 2m bagian dengan
panjang bagian . Maka, hiperkubus [—R, R]™ terbagi menjadi (2m)™ hiperkubus kecil
dengan diameter 1/n %. Maka, jika dipilih @4, ..., (9, dari setiap hiperkubus kecil, berlaku

sehingga X terbatas total. O
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Sifat Keterbatasan Total

Keterbatasan total di R?

Gambar 3
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Sifat Keterbatasan Total

o

Teorema (Karakterisasi Keterbatasan Total) x

X C M terbatas total jika dan hanya jika setiap barisan di X memiliki subbarisan
yang Cauchy.

Bukti. Jelas untuk X kosong, maka misalkan X takkosong.

(<) Misalkan setiap barisan di X memiliki subbarisan Cauchy. Andaikan X tidak terbatas
total. Maka terdapat ¢, > 0 seh&ngga untuk setiap koleksi berhingga x,...,z,, € M,

terdapat x € X sehingga x € (| B(x;,¢,) . Karena X takkosong, pilih z; € X. Konstruksi

1=1

barisan (z,,) secara rekursif sebagai berikut. Misalkan telah dipilih z, ...,z € X, maka

terdapat ;. ; sehingga z,_ , € [ B(z;,&,)" yang berarti d(x,,,z;) > &y, Vi € {1, ..., k}.

1=1
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Bukti (lanjut). Dengan konstruksi tersebut, barisan (z,,) yang diperoleh memiliki sifat
d(:ci,:cj) > e Vi < g (%)

Dari asumsi, terdapat subbarisan cauchy (xnk ), sehingga jika dipilih € = ¢, terdapat N
sehingga Vim < n, d(:vnz_, ZL'nj) < €,. Kontradiksi dengan (). Jadi, X haruslah terbatas total.

(=) Misalkan X terbatas total, dan misalkan (x,,) barisan di X. Jika X berhingga, maka
haruslah (z,,) memiliki anggota yang berulang sebanyak takberhingga kali, sehingga
terdapat subbarisan konstan yang cauchy. Maka, asumsikan X tak berhingga. Karena X
terbatas total, maka (x,,) juga.

Konstruksi barisan bersarang dari bola dan subbarisan secara rekursif sebagai berikut. Untuk
e = 1, terdapat z, ..., x,, € M sehingga (z,) C | J B(z,,1). Pilih B; sebagai bola yang
memuat tak hingga banyaknya anggota (z,,). Dan sebut subbarisan yang terkandung di B,
sebagai (x,g))
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Bukti (lanjut). Kemudian, misalkan telah dipilih B, ..., B, dan ( (1)), ey (x%k)) Dari
keterbatasan total ( (k )) dengan cara serupa dapat dipilih bola B, ; berjari-jari k}rl yang

memuat takhingga banyaknya anggota dari (m%@) dan kita sebut subbarisan yang termuat
di B, sebagai ( (k’H)).

Dari konstruksi tersebut kita memiliki rantai bola dan subbarisan sebagai berikut.
B, O B, D ... dan (xg)) D (mg)) D ...

Sekarang, definisikan subbarisan z,, := (k> . Maka untuk e > 0 dapat dipilih K > %

sehingga untuk ¢ > j > K berlaku d( T, ; nJ) < 2 < ekarenaz,, danz, n berada di bola
By yang berdiameter % Jadi, terdapat subbarisan ( ) yang cauchy O
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Teorema Arzela—Ascoli

o

Teorema (Arzela, 1895; Ascoli, 1884)

Misalkan ( f,,) barisan fungsi di C[a, b] yang terbatas dan ekuikontinu, maka terdapat
suatu subbarisan ( fnk) yang konvergen seragam ke suatu fungsi f di C|a, b].

Sketsa Bukti.

- Barisan ( f,,) terbatas total.

« Dari karakterisasi keterbatasan total, terdapat subbarisan Cauchy ( fn, )

« Karena C|a, b] lengkap, maka ( fnk) konvergen ke suatu fungsi f di C[a, b]
« Terdapat subbarisan ( fnk) yang konvergen seragam ke suatu fungsi f.
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Bukti. Tiga langkah terakhir jelas, sehingga akan dibuktikan langkah pertama.

Misalkan ( f,,) barisan fungsi di C'[a, b| yang terbatas dan ekuikontinu, dan ambil € > 0
sebarang, maka terdapat 0 > 0 sehingga untuk setiap f, dan x,y € [a, b] berlaku |z — y| <

0 = |fnlz) = fr(y)| <e/3.

Partisi selang |a, b] pada domain oleh a = x; < ... < ;, = b dengan ukuran subinterval

lebih kecil dari 6.

Definisikan barisan vektor v, = (f,,(z,), ...f,,(z)). Karena (f, ) terbatas, terdapat M
sehingga (v, ) C [~M, M]**! yang terbatas. Maka, (v, ) terbatas total, dapat dicari jala-¢/3
untuk (v,,) yang titik-titiknya berada di (v,,). Kemudian, dapat dipilih g1, ..., g,,, € ([,,)
sehingga untuk setiap f, terdapat g, dengan

gg?;ﬂfn(%) —gi(x;)| <¢/3
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Bukti (lanjut). Akan dibuktikan bahwa g4, ..., g,, merupakan jala-e untuk (f, ). Misalkan n €
N dan z € |a, b].

Maka terdapat fungsi g, dan z; titik pada partisi sehingga |z — z;| < 4. berlaku

<E—|—E—|-E—€
3 3 3

Karena = € |a, b] sebarang, maka H fn—9; H < ¢, sehingga g4, ..., g,,, merupakan jala-¢
untuk (f, ), yang berarti (f, ) terbatas total. O

arisu hanaputri Teorema Arzela—Ascoli 2026-04-20 16 / 19



Generalisasi

Teorema (Fréchet, 1906)

Misalkan X ruang metrik kompak dan (f, ) barisan fungsi di C(X) yang terbatas dan
ekuikontinu, maka terdapat subbarisan ( fnk) yang konvergen seragam ke suatu f di

C(X)

Teorema (Dunford & Schwartz, 1988)

‘ (

Misalkan X kompak Hausdorff dan (f,,) barisan fungsi di C'(X) yang terbatas dan
ekuikontinu, maka terdapat subbarisan ( fnk) yang konvergen seragam ke suatu f di

C(X)

r
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